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高中数学马尔科夫链问题（概率+数列）

2021 级高三数学 张红青

2023 年新高考 I卷第 21 题的投篮问题是马尔可夫链；再往前的热点模考
卷中，2023 年杭州二模第 21 题的赌徒输光问题是马尔可夫链，2023 年茂名
二模的摸球问题是马尔可夫链；再往更前的 2019 年全国 I卷药物试验也是
马尔可夫链，在新人教 A版选择性必修三 P91 页 拓展探索中的第 10 题是传
球问题，是马尔科夫链的典型模型，可以看出自从新教材引入全概率公式（新
人教 A版选择性必修三 P49 页），可想而知，未来会有越来越多的递推型概
率难题出现模考试题中！因此，在复习备考中全概率等系列内容需要格外关
注马尔科夫链作为一种命题模型出现了，马尔科夫链在题中的体现可以简单
的概括为全概率公式+数列递推.

随机游走与马尔科夫过程

一．基本原理

1.转移概率：对于有限状态集合 S，定义： )|( 1, injnji XXPP  为从状态 i到状态 j

的转移概率.

2.马尔可夫链：若 ijinjniininjn PXXPXXXXP
n

  
)|(),,,|( 1011 01

，

即未来状态 1nX 只受当前状态 nX 的影响，与之前的 021 ,,, XXX nn  无关.

3.一维随机游走模型.

设数轴上一个点，它的位置只能位于整点处，在时刻 0t 时，位于点 )(  Niix ，

下一个时刻，它将以概率 或者 （ 1),1,0(   ）向左或者向右平移一个单位.

若记状态 itX  表示：在时刻 t该点位于位置 )(  Niix ，那么由全概率公式可得：

)|()()|()()( 1111111   ititititititit XXPXPXXPXPXP

另一方面，由于    )|(,)|( 1111 itititit XXPXXP ，代入上式可得：

11   iii PPP  .

进一步，我们假设在 0x 与 ),0(  Nmmmx 处各有一个吸收壁，当点到达吸收

壁时被吸收，不再游走.于是， 1,00  mPP .随机游走模型是一个典型的马尔科夫过

程.

进一步，若点在某个位置后有三种情况：向左平移一个单位，其概率为 a，原地不动，

其概率为b，向右平移一个单位，其概率为 c，那么根据全概率公式可得：

11   iiii PcPbPaP
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二、课本原题：人教 A 版数学《选择性必修三》P91

甲、乙、丙三人相互做传球训练，第１次由甲将球传出，每次传球时，传球者都等可能

地将球传给另外两个人中的任何一人．求 n次传球后球在甲手中的概率．

【解析】

记第 n次传球后球在甲手中的概率为 nP，则第 1n  次传球后球在甲手中的概率为 1nP  ，

开始时球在甲手中，则 0 1P  ．

若第 n次传球后球在甲手中，则第 1n  次传球后球不在甲手中，即第 1n  次传球后球

在乙或丙手中，

所以第 1n  次传球后球不在甲手中的概率为 11 nP  ，又乙或丙在第 n次把球传到甲手

上的概率为
1
2
，

于是有  1
1 1
2 n nP P  ，即 1

1 1 1
3 2 3n nP P 

     
 

， 1n  ，

于是数列
1
3nP

  
 
 

是首项为 0
21
3

P   ，公比为
1
2

 得等比数列，

所以
1 2 1
3 3 2

n

nP
     
 

，所以  *2 1 1
3 2 3

n

nP n      
 

N .

三、高考真题回顾

1．（2023新高考 1卷 21题）乙两人投篮，每次由其中一人投篮，规则如下：若命中则

此人继续投籃，若末命中则换为对方投篮．无论之前投篮情况如何，甲每次投篮的

命中率均为 0.6，乙每次投篮的命中率均为 0.8．由抽签确定第 1次投篮的人选，第

1次投篮的人是甲、乙的概率各为 0.5．

（1）求第 2次投篮的人是乙的概率；

（2）求第 i次投篮的人是甲的概率；

（ 3 ） 已 知 ： 若 随 机 变 量 iX 服 从 两 点 分 布 ， 且

   1 1 0 , 1,2, ,i i iP X P X q i n        ，则
1 1

n n

i i
i i

E X q
 

 
 

 
  ．记前 n次（即

从第 1次到第 n次投篮）中甲投篮的次数为Y ，求  E Y ．

【解析】（1）记“第 i次投篮的人是甲”为事件 iA ，“第 i次投篮的人是乙”为事件 iB ，

所以，              2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1| |P B P AB P BB P A P B A P B P B B   

 0.5 1 0.6 0.5 0.8 0.6      .

（2）设  i iP A p ，依题可知，   1i iP B p  ，则

             1 1 1 1 1| |i i i i i i i i i i iP A P AA P B A P A P A A P B P A B        ，

即    1 0.6 1 0.8 1 0.4 0.2i i i ip p p p        ，

构造等比数列 ip  ，
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设  1
2
5i ip p     ，解得

1
3

   ，则 1
1 2 1
3 5 3i ip p

    
 

，

又 1 1
1 1 1,
2 3 6

p p   ，所以
1
3ip

  
 

是首项为
1
6
，公比为

2
5
的等比数列，

即

1 11 1 2 1 2 1,
3 6 5 6 5 3

i i

i ip p
 

           
   

．

（3）因为

11 2 1
6 5 3

i

ip


    
 

， 1,2, ,i n  ，

所以当 *Nn 时，   1 2

21
1 5 25 126 3 18 5 31

5

n

n

n
n nE Y p p p

                 
   

 ，

故
5 2( ) 1
18 5 3

n nE Y
      

   
．

2.（2019全国 1卷 21题）为治疗某种疾病，研制了甲、乙两种新药，希望知道哪种新

药更有效，为此进行动物试验.试验方案如下：每一轮选取两只白鼠对药效进行对比试

验.对于两只白鼠，随机选一只施以甲药，另一只施以乙药.一轮的治疗结果得出后，再

安排下一轮试验.当其中一种药治愈的白鼠比另一种药治愈的白鼠多 4 只时，就停止试

验，并认为治愈只数多的药更有效.为了方便描述问题，约定：对于每轮试验，若施以

甲药的白鼠治愈且施以乙药的白鼠未治愈则甲药得 1分，乙药得 1 分；若施以乙药的

白鼠治愈且施以甲药的白鼠未治愈则乙药得 1分，甲药得 1 分；若都治愈或都未治愈

则两种药均得 0分.甲、乙两种药的治愈率分别记为α和β，一轮试验中甲药的得分记为

X.

（1）求 X的分布列.

（2）若甲药、乙药在试验开始时都赋予 4分， )0,1, 2, ,8(ip i   表示“甲药的累计得分

为 i 时 ， 最 终 认 为 甲 药 比 乙 药 更 有 效 ” 的 概 率 ， 则 0 0p  ， 8 1p  ，

1 1( )1 2 7i i i ip ap bp cp i    － ＋ ，， ， ， 其 中 )1(a P X － ， ( 0)b P X 

( 1)c P X  . 假设 0.5  ， 0.8  .

①证明： 1 )0{ ,1,2, ,} 7(i ip p i  ＋ 为等比数列；

②求 4p ，并根据 4p 的值解释这种试验方案的合理性.

【解析】（1）X的所有可能取值为－1，0，1.

1 1( ) ( )P X     ， ( ) ( )( )0 1 1P X       ， ( )1(1)P X    ，

所以 X的分布列为

X －1 0 1

P (1 )  )1( (1 )     ( )1 

（2）①证明 由（1）得 0.4a  ， 0.5b  ， 0.1c  .

因 此 1 10.4 0.5 0.1i i i ip p p p    ， 故    1 10.1 0.4i i i ip p p p  ＋ － ， 则
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 1 14i i i ip p p p  ＋ － .

又因为 1 0 1 0p p p  ，所以 1 )0{ ,1,2, ,} 7(i ip p i  ＋ 为公比为 4，首项为 1p 的等

比数列.
② 由①得

     
8

8 8 7 7 6 1 0 0 8 7 7 6 1 0 0 1
4 1
3

p p p p p p p p p p p p p p p p
               

.

由于 8 1p  ，故 1 8

3
4 1

p 


，

所以        
4

4 4 3 3 2 2 1 1 0 0 1
4 1 1
3 257

p p p p p p p p p p p
           .

4p 表示最终认为甲药更有效的概率.由计算结果可以看出，在甲药治愈率为 0.5，乙药

治愈率为 0.8时，认为甲药更有效的概率为 4
1 0.0039
257

p   ，此时得出错误结论的

概率非常小，说明这种试验方案合理.

四、巩固练习

1．（多选题）马尔科夫链是概率统计中的一个重要模型，也是机器学习和人工智能的基

石，为状态空间中经过从一个状态到另一个状态的转换的随机过程.该过程要求具备“无

记忆”的性质：下一状态的概率分布只能由当前状态决定，在时间序列中它前面的事件

均与之无关.甲乙两个口袋中各装有 1个黑球和 2个白球，现从甲、乙两口袋中各任取

一个球交换放入另一口袋，重复进行  Nn n  次这样的操作，记甲口袋中黑球个数为

nX ，恰有 1个黑球的概率为 np ，则下列结论正确的是（ ）

A． 1
5
9

p  B．  1
12
6

P X  

C．数列
3
5np

  
 

是等比数列 D． nX 的数学期望   1nE X 

2．（单选题）在概率论中，马尔可夫不等式给出了随机变量的函数不小于某正数的概率

的上界，它以俄国数学家安德雷·马尔可夫命名，由马尔可夫不等式知，若是只取非负

值的随机变量，则对 0a  ，都有    E
P a

a


   .某市去年的人均年收入为 10万元，

记“从该市任意选取 3名市民，则恰有 1名市民去年的年收入超过 100万元”为事件 A，

其概率为  P A .则  P A 的最大值为（ ）

A．
27
1000

B．
243
1000

C．
4
27

D．
4
9

3．概率论中有很多经典的不等式，其中最著名的两个当属由两位俄国数学家马尔科夫

和切比雪夫分别提出的马尔科夫（Markov）不等式和切比雪夫（Chebyshev）不等式．马

尔科夫不等式的形式如下：

设 X 为一个非负随机变量，其数学期望为  E X ，则对任意 0  ，均有
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   E X
P X 


  ，

马尔科夫不等式给出了随机变量取值不小于某正数的概率上界，阐释了随机变量尾部取

值概率与其数学期望间的关系．当 X 为非负离散型随机变量时，马尔科夫不等式的证

明如下：设 X 的分布列为   , 1,2, , ,i iP X x p i n    其中

1
(0, ), [0, )( 1,2, , ), 1

n

i i i
i

p x i n p


      ，则对任意 0  ，

( )P X  
1

1 1 ( )

i i i

n
i

i i i i i i
x x x i

x E Xp p x p x p
        

       ，其中符号
i

i
x
A


 表示对所有满

足 ix  的指标 i所对应的 iA求和．

切比雪夫不等式的形式如下：

设随机变量 X 的期望为  E X ，方差为  D X ，则对任意 0  ，均有

    
2

D X
P X E X 


  

(1)根据以上参考资料，证明切比雪夫不等式对离散型随机变量 X 成立．

(2)某药企研制出一种新药，宣称对治疗某种疾病的有效率为80%．现随机选择了 100

名患者，经过使用该药治疗后，治愈的人数为 60人，请结合切比雪夫不等式通过计算

说明药厂的宣传内容是否真实可信．

4．马尔科夫链是概率统计中的一个重要模型，也是机器学习和人工智能的基石，在强

化学习、自然语言处理、金融领域、天气预测等方面都有着极其广泛的应用．其数学定

义为：假设我们的序列状态是…， 2tX  ， 1tX  ， tX ， 1tX  ，…，那么 1tX  时刻的状态的

条件概率仅依赖前一状态 tX ，即    1 2 1 1, , ,t t t t t tP X X X X P X X      ．

现实生活中也存在着许多马尔科夫链，例如著名的赌徒模型．

假如一名赌徒进入赌场参与一个赌博游戏，每一局赌徒赌赢的概率为50%，且每局赌赢

可以赢得 1元，每一局赌徒赌输的概率为50%，且赌输就要输掉 1元．赌徒会一直玩下

去，直到遇到如下两种情况才会结束赌博游戏：一种是手中赌金为 0元，即赌徒输光；

一种是赌金达到预期的 B元，赌徒停止赌博．记赌徒的本金为  *N ,A A A B  ，赌博

过程如下图的数轴所示．
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当赌徒手中有 n元（0 n B  ， Nn ）时，最终输光的概率为．．．．．．．．  P n ，请回答下列问题：

(1)请直接写出  0P 与  P B 的数值．

(2)证明   P n 是一个等差数列，并写出公差 d．

(3)当 100A  时，分别计算 200B  ， 1000B  时，  P A 的数值，并结合实际，解释当

B时，  P A 的统计含义．

5．马尔可夫链是因俄国数学家安德烈·马尔可夫得名，其过程具备“无记忆”的性质，即

第 1n 次状态的概率分布只跟第n次的状态有关，与第 1, 2, 3,n n n   次状态是“没有

任何关系的”.现有甲、乙两个盒子，盒子中都有大小、形状、质地相同的 2个红球和 1

个黑球.从两个盒子中各任取一个球交换，重复进行  *Nn n 次操作后，记甲盒子中黑

球个数为 nX ，甲盒中恰有 1个黑球的概率为 na ，恰有 2个黑球的概率为 nb .

(1)求 1X 的分布列；

(2)求数列 na 的通项公式；

(3)求 nX 的期望.
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参考答案：

1．ACD

【详解】由题意， 1
1 1 2 2 5=
3 3 3 3 9

p     ，故 A正确；

 1
1 2 20 =
3 3 9

P X    ，  1
1 2 22 =
3 3 9

P X    ，故 B错误；

当  2 Nn n   时，

   1 1 1
5 2 2= 0 2
9 3 3n n nnp p P X P X         1 1 1

5 2 0 2
9 3n n np P X P X        

 1 1
5 2 1
9 3n np p    1

1 2
9 3np   

整理得 1
3 1 3
5 9 5n np p 

     
 

，

因为 1
3 3 2
5 5

5
9 45

p    ，

故可知
3
5np

  
 

是以
2
45

- 为首项，以
1
9

 为公比的等比数列，故 C正确；

 1n nP X p  ，      1 1 1 1
1 2 1 2 10 0 0
3 3 3 9 3n n n n nP X p P X p P X           ，

     1 1 1 1
1 2 1 2 12 2 2
3 3 3 9 3n n n n nP X p P X p P X           ，

因    1 10 2P X P X   ，所以     10 2
2

n
n n

pP X P X 
    ，

        10 1 2 1 2 1
2

0 1 2 n
n n nn nE pP X P X P X pX    


          ，故 D正确，

故选：ACD.

2．B

【详解】记该市去年人均收入为 X 万元，从该市任意选取 3名市民，年收入超过 100万元

的人数为Y .设从该市任选 1名市民，年收入超过 100万元的概率为 p，

则根据马尔可夫不等式可得     10 1100
100 100 10
E X

p P X     ，
10
10

p   ，

因为 ~ (3, )Y B p ，所以        2 21 3 2
31 C 1 3 1 3 6 3P A P Y p p p p p p p         ，

令 3 2( ) 3 6 3f p p p p   ，则 2( ) 9 12 3 3(3 1)( 1)f p p p p p       ，

10 , 3 1 0, 1 0
10

p p p       ，即 ( ) 0f p  ，

( )f p∴ 在
10,
10

 
  

上单调递增.
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2

max
1 1 1 243( ) 3 1
10 10 10 1000

f p f             
   

，即 max
243( )
1000

P A  .

故选：B

3．(1)证明见解析(2)不可信

【详解】（1）法一：对非负离散型随机变量   2[ ]X E X 及正数 2 使用马尔科夫不等式，

有          2
2 2

2 2

[ ]
[ ]

E X E X D X
P X E X P X E X 

 


       ．

法二：设 X 的分布列为

  , 1,2, , ,i iP X x p i n   

其中
1

, (0, )( 1,2, , ), 1
n

i i i
i

p x i n p


    ，记  E X  ，则对任意 0  ，

         2
2 2

2 2 2 2
1

1 1

i i i

n
i

i i i i i i
x x x i

x D X
P X P P x P x P

     


   

         


            .

（2）设在 100名患者中治愈的人数为 X ．假设药企关于此新药有效率的宣传内容是客观真

实的，那么在此假设下        100,0.8 , 100 0.8 80, 100 0.8 1 0.8 16X B E X D X         ．

由切比雪夫不等式，有      
260 80 20 0.04

20
D X

P X P X      ．

即在假设下，100名患者中治愈人数不超过 60人的概率不超过 0.04，此概率很小，

据此我们有理由推断药厂的宣传内容不可信．

4．(1)  0 1P  ，   0P B  (2)证明见解析；
1d
B

 

(3) 200B  时，   50%P A  ，当 1000B  时，   90%P A  ，统计含义见解析

【详解】（1）当 0n  时，赌徒已经输光了，因此  0 1P  .

当n B 时，赌徒到了终止赌博的条件，不再赌了，因此输光的概率   0P B  .

（2）记 M：赌徒有 n元最后输光的事件，N：赌徒有 n元上一场赢的事件,

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P M P N P M N P N P M N  ,

即
1 1( ) ( 1) ( 1)
2 2

P n P n P n    ，所以        1 1P n P n P n P n     ，

所以  { }P n 是一个等差数列，

设    1P n P n d   ，则        1 2 1 0P n P n d P P d     ， , ，
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累加得   (0)P nnP d  ，故   (0)P B P Bd  ，得
1d
B

  ，

（3） 100A  ，由    0P n P nd  得    0P A P Ad  ,即 ( ) 1 AP A
B

  ,

当 200B  时，   50%P A  ，当 1000B  时，   90%P A  ，

当 B时，   1P A  ，因此可知久赌无赢家，

即便是一个这样看似公平的游戏，只要赌徒一直玩下去就会100%的概率输光．

5．(1)答案见解析(2) 3 2 1
5 5 9

n

na
     
 

(3)1

【详解】（1）（1）由题可知， 1X 的可能取值为 0，1，2.由相互独立事件概率乘法公式可知：

 1
1 2 20
3 3 9

P X     ;  1
1 1 2 2 51
3 3 3 3 9

P X       ;  1
2 1 22
3 3 9

P X     ，

故 1X 的分布列如下表：

1X 0 1 2

P
2
9

5
9

2
9

（2）由全概率公式可知：

 1 1nP X          1 11 1 1 2 1 2n n n n n nP X P X X P X P X X          

   10 1 0n n nP X P X X    

     1 1 2 2 2 21 1 2 1 0
3 3 3 3 3 3n n nP X P X P X                    

     

     5 2 21 2 0
9 3 3n n nP X P X P X      ，

即：  1
5 2 2 1
9 3 3n n n n na a b a b      ，

所以 1
1 2
9 3n na a    ，所以 1

3 1 3
5 9 5n na a

     
 

，

又  1 1
51
9

a P X   ，所以，数列
3
5na

  
 

为以 1
3 2
5 45

a    为首项，以
1
9

 为公比的等比数

列，所以
13 2 1 2 1

5 45 9 5 9

n n

na


             
   

，即：
3 2 1
5 5 9

n

na
     
 

.

（3）由全概率公式可得：
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 1 2nP X  

       1 11 2 1 2 2 2n n n n n nP X P X X P X P X X          

   10 2 0n n nP X P X X    

     2 1 11 1 2 0 0
3 3 3n n nP X P X P X                

   
,

即： 1
2 1
9 3n n nb a b   ,

又
3 2 1
5 5 9

n

na
     
 

,所以 1
1 2 3 2 1
3 9 5 5 9

n

n nb b

          
,

所以
1

1
1 1 1 ]1 1 1 1[
5 5 9 3 5 5 9

n n

n nb b



            
   

,

又  1 1
22
9

b P X   ,所以 1
1 1 1 2 1 1 0
5 5 9 9 5 45

b          
 

,

所以
1 1 1 0
5 5 9

n

nb
     
 

,所以
1 1 1
5 5 9

n

nb
    
 

,

所以    2 0 1 2 1n n n n n n nE X a b a b a b        .
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